
第1章

解答例

練習問題の解答例です．



第 1 章 解答例

練習 2.1.1の解答例 省略

練習 2.1.2の解答例 省略

練習 2.2.1の解答例 省略

練習 2.3.1の解答例 省略

練習 2.3.2の解答例 完成 Excelファイル [ch2-2.xlsx] のシート [rw2] 参照

練習 3.1.1の解答例 省略

2



練習 3.1.2の解答例 3つのグラフ（左/中/右）の判定（○/×）は下表の通りです．

木 平面 完全 二部
左のグラフ × × × ×
中央のグラフ × ○ × ○
右のグラフ ○ ○ × ○

中央と右のグラフが二部グラフであることは，ぱっと見分かりづらいと思いますが，下図の
様に V1（黒点）と V2（白点）に分ければ定義を満たします．また，奇数長の閉路がないこ
とからも，二部グラフであることが結論できます．

左のグラフの平面性判定は少々やっかいで，Kuratowskiの定理 (1930)「グラフが平面に描
画できるための必要十分条件は，K5, K3,3 のどちらも位相的マイナーとしてもたないこと」
を使う必要があります．点を順に上手く縮約 (shrink)していくと，K3,3を含む事が分かり，
平面描画出来ないことが判明します．詳細は，参考文献を参照してください．
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第 1 章 解答例

ch3.2 例題の解答例 オイラー閉路とハミルトン閉路の例．

図 1.1 オイラー閉路の例 図 1.2 ハミルトン閉路の例

練習 3.4.1の解答例

•M1 = {{A, Q}, {B, S}, {C, P}, {C, R}, {D, U}, {E, U}, {F, T}}はマッチングではあ
りません．端点を共有している枝がある（「{C, P}と {C, R}が端点 C を共有してい
る」，「{D, U}と {E, U}が端点 U を共有している」）からです．

•M2 = {{A, P}, {B, T}, {C, S}, {D, Q}, {E, U}}はマッチングです．マッチされてい
ない点 F, Rがあるので，完全マッチングではありません．

練習 3.4.2の解答例 不安定です．ブロッキングペアの例 {D, Q}．

練習 4.1.1の解答例 省略

練習 4.1.2の解答例 完成 Excelファイル [ch4-1.xlsx] のシート [cramer_chi2test] 参照

練習 4.1.3の解答例 例として表 1.1～1.3を見てみましょう．

表 1.1 性別と嗜好 1
紅茶 緑茶 珈琲 計

男 0 3 9 12
女 6 0 0 6
計 6 3 9 18

表 1.2 性別と嗜好 2
紅茶 緑茶 珈琲 計

男 3 1 8 12
女 3 2 1 6
計 6 3 9 18

表 1.3 性別と嗜好 3
紅茶 緑茶 珈琲 計

男 4 2 6 12
女 2 1 3 6
計 6 3 9 18
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3表とも周辺度数と総度数は共通です．表 1.3が 3表共通の理論度数となります．3表とも，
n = 18，m = min{2 − 1, 3 − 1} = 1です．ピアソンの χ2 統計量は，それぞれ

χ2 = (0 − 4)2

4
+ (3 − 2)2

2
+ (9 − 6)2

6
+ (6 − 2)2

2
+ (0 − 1)2

1
+ (0 − 3)2

3
= 18

χ2 = (3 − 4)2

4
+ (1 − 2)2

2
+ (8 − 6)2

6
+ (3 − 2)2

2
+ (2 − 1)2

1
+ (1 − 3)2

3
= 17/4

χ2 = (4 − 4)2

4
+ (2 − 2)2

2
+ (6 − 6)2

6
+ (2 − 2)2

2
+ (1 − 1)2

1
+ (3 − 3)2

3
= 0

で，クラメルの連関係数はそれぞれ，
V =

√
18

18 · 1
= 1

V =
√

17/4
18 · 1

= 0.49

V =
√

0
18 · 1

= 0

です．以上からわかる通り，表 1.1のように項目ごとに各変量のみの値となれば，連関係数
は 1，即ち，完全相関になり（女性は必ず紅茶を飲み，男性は必ず緑茶か珈琲を飲む，逆に，
紅茶を飲んでいれば必ず女性で，緑茶か珈琲なら必ず男性），表 1.3のように理論度数に一
致すれば，連関係数は 0，即ち，無相関となります．

練習 4.1.4の解答例 完成 Excelファイル [ch4-1.xlsx] のシート [cramer_chi2test] 参照

練習 4.2.1の解答例 リーグ別の「打率」の箱ひげ図，省略

練習 4.2.2の解答例 リーグ別の「本塁打」と「盗塁」の散布図，省略

練習 4.2.3の解答例
xの平均 : x̄ = 1

6
(0.247 + 0.242 + · · · + 0.243) = 0.245

yの平均 : ȳ = 1
6

(0.566 + 0.540 + · · · + 0.444) = 0.499

x, yの共分散 : covx,y = 1
6

{(0.247 − 0.245)(0.566 − 0.499) + · · ·} = 0.00006

xの標準偏差 : sx =
√

1
6

{(0.247 − 0.245)2 + · · · + (0.243 − 0.245)2} = 0.00564

yの標準偏差 : sy =
√

1
6

{(0.566 − 0.499)2 + · · · + (0.444 − 0.499)2} = 0.04491

x, yの相関係数 : ρx,y = 0.00006
0.00564 · 0.04491

= 0.2351
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練習 5.2.1の解答例 「新規印刷レイアウト」での作成例

図 1.3 神奈川県の公立中学校母点のボロノイ図を印刷レイアウトで装飾

練習 5.2.2の解答例 実施例

図 1.4 神奈川県の各種学校母点のドロネー図
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練習 6.2.1の解答例

1. 囚人のジレンマ型のゲームの各値を B, S, T, W で表すと次の表のとおりです．

α\β C D
C (S, S) (W, B)
D (B, W ) (T, T )

このとき，各値の大小関係は B > S > T > W となっています．
（※ B:best, S:2nd best, T :3rd best, W :worst）
S = B+W

2 のとき，標準的な囚人のジレンマとよびます．この意味は，双方が協調を
繰り返す場合 (C,C)→ (C,C)→ (C,C)→…と，協調・裏切りを交互に繰り返す場合
(D,C)→ (C,D)→ (D,C)→ (C,D)→…の利得が同じだということです．S > B+W

2

や S < B+W
2 の場合と比較して，より協調や裏切りが選ばれやすくなるかどうか考察

しましょう．
なお，2人のプレイヤーの 4つの値は，大小がこの順なら共通の値とする必要はあり
ませんが，同じにしてある方が，各プレイヤーに対する情報として明確です．異なっ
ていると，それ自身が戦略決定に影響を及ぼす可能性があります．例えば，以下の利
得表で与えられるゲームを繰返した場合を考えれば分かると思います．

α\β C D
C (6, 3) (4, 9)
D (7, 0) (5, 2)

β の方がより裏切り Dを選ぶ動機が高くなるでしょうし，αは協調 Cで構わないと
思うかもしれません．

2. 省略
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練習 7.2.1の解答例 x2 が自由変数，x3 が非正なので，各々 x2 = x̃2 − x̂2, x3 = −x̂3 と置
き換えます．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min . 3x1 − 4(x̃2 − x̂2) + 2(−x̂3) + 7x4

s.t. 2x1 + 5(x̃2 − x̂2) − 3(−x̂3) + x4 ≤ 1
3x1 − (x̃2 − x̂2) + 3(−x̂3) − 2x4 ≥ 2
−x1 + 2(x̃2 − x̂2) − 4(−x̂3) = 5
x1 ≥ 0, x̃2 ≥ 0, x̂2 ≥ 0, x̂3 ≥ 0, x4 ≥ 0

→

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min . 3x1 − 4x̃2 + 4x̂2 − 2x̂3 + 7x4

s.t. 2x1 + 5x̃2 − 5x̂2 + 3x̂3 + x4 ≤ 1
3x1 − x̃2 + x̂2 − 3x̂3 − 2x4 ≥ 2
−x1 + 2x̃2 − 2x̂2 + 4x̂3 = 5
x1 ≥ 0, x̃2 ≥ 0, x̂2 ≥ 0, x̂3 ≥ 0, x4 ≥ 0

目的関数が最小化（min .）なので −1倍して最大化（max .）にし，2番目の不等式制約を
−1倍し，3番目の等号制約を 2つの不等式制約へ置き換えると標準形になります．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

max . −3x1 + 4x̃2 − 4x̂2 + 2x̂3 − 7x4

s.t. 2x1 + 5x̃2 − 5x̂2 + 3x̂3 + x4 ≤ 1
−3x1 + x̃2 − x̂2 + 3x̂3 + 2x4 ≤ −2
−x1 + 2x̃2 − 2x̂2 + 4x̂3 ≤ 5
x1 − 2x̃2 + 2x̂2 − 4x̂3 ≤ −5
x1 ≥ 0, x̃2 ≥ 0, x̂2 ≥ 0, x̂3 ≥ 0, x4 ≥ 0

練習 7.2.2 の解答例 (x1, x2, x3) = (0, 0, 1) は実行可能解の 1 つです．この解から，
x1 = x2 = 0としたまま x3 を幾らでも大きくでき，それによって目的関数を幾らでも増大
できるので非有界です．

練習 7.2.3 練習 7.2.1と同じ問題なので，練習 7.2.1の解答例（標準形に変換した問題）か
ら双対問題を作っても良いですが，一部そのままで作れます．非正変数 x3は非負変数 x̂3に
置き換え，目的関数の最大化と不等号制約の向きは揃えておきます．自由変数 x2 と等号制
約はそのままです．すると以下となります．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

max . −3x1 + 4x2 + 2x̂3 − 7x4

s.t. 2x1 + 5x2 + 3x̂3 + x4 ≤ 1
−3x1 + x2 + 3x̂3 + 2x4 ≤ −2
−x1 + 2x2 + 4x̂3 = 5
x1 ≥ 0, x̂3 ≥ 0, x4 ≥ 0

8



これを主問題として考えると，以下の双対問題ができます．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min . y1 − 2y2 + 5y3

s.t. 2y1 − 3y2 − y3 ≥ −3
5y1 + y2 + 2y3 = 4
3y1 + 3y2 + 4y3 ≥ 2
y1 + 2y2 ≥ −7
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

標準形からの変換規則に加えて，等号制約に対応する変数は自由変数になることを知ってい
れば導けます．主問題の 3つ目の制約は等号なので，対応する双対問題の第 3変数 y3 は自
由変数になり，主問題の自由変数 x2 に対応する双対問題の 2つ目の制約は等号になります．
なぜこれで良いのかは，一度完全に標準形に変換してから双対問題を導いてみたり，本文で
述べた上界としての双対問題の導出から分かると思います．

練習 7.2.4 の解答例 双対問題 (7.3) の 5 本の制約に対応する重みを非負変数
xα, xβ , xγ , xδ, xϵ とし，加重和をとると

xα( 3yA + yB + 2yD)
+ xβ( 2yB + 4yC + yD)
+ xγ( yA + 2yC )
+ xδ( 3yA + 3yB + 5yC + yD)
+ xϵ( yA + 2yB + 2yD)

≥

6xα

+7xβ

+3xγ

+10xδ

+5xϵ

(1.1)

となります．左辺を yi(i ∈ {A, B, C, D})で括り直して

( 3xα + xγ + 3xδ + xϵ)yA

+( xα + 2xβ + 3xδ + 2xϵ)yB

+( 4xβ + 2xγ + 5xδ )yC

+( 2xα + xβ + xδ + 2xϵ)yD

≥

6xα

+7xβ

+3xγ

+10xδ

+5xϵ

です．双対問題 (7.3)の目的関数 80yA + 75yB + 95yC + 70yD と左辺を項毎に係数比較し
80 ≥ 3xα + xγ + 3xδ + xϵ

75 ≥ xα + 2xβ + 3xδ + 2xϵ

95 ≥ 4xβ + 2xγ + 5xδ

70 ≥ 2xα + xβ + xδ + 2xϵ

を満たせば，式 (1.1)の右辺が双対問題 (7.3)の下界になります．このとき，最も良い下界
を求める問題が主問題 (7.1)です．

練習 7.2.5 の解答例 主問題 (7.2) の制約について非負変数 y で加重和をとり，
yT (Ax) ≤ yT bです．左辺を xで括り直し (yT A)x = (AT y)T x ≤ bT yです．変数 xが非
負なので，主問題の目的関数 cT xと左辺の係数を比較して，cT ≤ (AT y)T ならば，右辺
yT bが上界になります．最も良い上界を見つけたいので，min .bT y s.t. AT y ≥ c, y ≥ 0
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を求めれば良いですが，これは双対問題 (7.4)そのものです．
逆に，双対問題 (7.4)の制約について非負変数 xで加重和を取り，xT (AT y) ≥ xT cです．
左辺を y で括り直し (xT AT )y = (Ax)T y ≥ cT xです．変数 y が非負なので，双対問題の
目的関数 bT yと左辺の係数を比較して，bT ≥ (Ax)T ならば，右辺 cT xが下界になります．
最も良い下界を見つけたいので，max .cT x s.t. Ax ≤ b, x ≥ 0を求めれば良いですが，こ
れは主問題 (7.2)そのものです．

練習 7.2.6の解答例

1. 食材 iの摂取量を xi とし，変数は xα, xβ , xγ , xδ, xϵ の 5つ．定式化は以下です．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

min . 52xα + 64xβ + 32xγ + 46xδ + 38xϵ

s.t. 2.5xα + 0.7xβ + 1.3xγ + 3.1xδ + 4.1xϵ ≥ 70
11xα + 21xβ + 5xγ + 13xδ + 12xϵ ≥ 300
0.6xα + 4.2xβ + 2.5xγ + 5.1xδ + 0.8xϵ ≥ 50
23xα + 16xβ + 15xγ + 12xϵ ≥ 150

xα , xβ , xγ , xδ , xϵ ≥ 0

2. 双対問題は，主問題の制約 4本に対応する双対変数を yA, yB , yC , yD として∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

max . 70yA + 300yB + 50yC + 150yD

s.t. 2.5yA + 11yB + 0.6yC + 23yD ≤ 52
0.7yA + 21yB + 4.2yC + 16yD ≤ 64
1.3yA + 5xB + 2.5yC + 15yD ≤ 32
3.1yA + 13yB + 5.1yC ≤ 46
4.1yA + 12yB + 0.8yC + 12yD ≤ 38

yA , yB , yC , yD ≥ 0

となります．
3. 図 1.5の通りとなります．
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図 1.5 練習 7.2.6 栄養摂取問題のモデル・求解と結果

練習 7.3.1の解答例 問題をグラフに描画するプログラム（図 1.6）と結果（図 1.7）です．
また，問題を安定集合として定式化し，最適解を求めて結果をグラフに描画する Pythonプ
ログラムは図 1.8の通りで，図 1.9は得られた最適解のグラフです．

図 1.6 問題をグラフ描画する Pythonプログラム
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図 1.7 グラフで描画

図 1.8 練習 7.3.1 問題のモデルと最適解の求解結果とグラフ描画する Pythonプグラムと最適解
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図 1.9 練習 7.3.1 最適解のグラフ描画

練習 7.3.2の解答例

1. 各仕事を点 iとし，時間帯が重なっている 2つの仕事 i, j 間に枝 (i, j)を張るグラフ
Gをつくると，下図の通りとなります．

このグラフの点彩色問題（彩色数最小）を解くと，求める答えが得られます．なぜな
ら，割当色が従業員に該当し，彩色数が必要人数になるからです．このジョブスケ
ジューリング問題を点彩色問題としてグラフ描画する Pythonプログラムは図 1.10
で，その描画結果は図 1.11です．

2. データ（V, E）が異なるだけで，定式化は (7.9)と同じです．
3. 練習 7.3.2のモデルは本文の例題と全く同じなので，結果のみ示します．得られた最
適解は図 1.12と図 1.13です．
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図 1.10 練習 7.3.2の問題をグラフ描画する Pythonプログラム 図 1.11 描画結果

図 1.12 練習 7.3.2の最適解 図 1.13 最適解をグラフで視覚化

最適解は 4色で，{1, 3, 4, 10}, {6, 7, 8}, {2, 11}, {5, 9}を 4人でそれぞれ担当します．

練習 8.1.1の解答例 各作業の先行関係をグラフで描画する Pythonプログラムと実行結果
は図 1.14で，解いた結果をグラフで描画したものが図 1.15です．図 1.15の各点 (作業)の
位置（x座標）を開始時刻にして描き直すと図 1.16となります．
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図 1.14 8.1節 練習 8.1.1 生産スケジューリング問題の描画とモデル
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図 1.15 8.1節 練習 8.1.1 生産スケジューリング問題の求解結果を描画

図 1.16 各点（作業）の位置（x座標）を開始時刻にして最適解を再描画
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練習 8.2.1の解答例 省略

練習 8.3.1の解答例

1. チーム数が奇数の場合は，架空のチームを 1チーム加えて偶数にして求めればよい
からです（チーム数が 2の場合は，わざわざ定式化して解くまでもないでしょう）．
架空チームと対戦するチームは休みとなります．このとき，架空チームのホーム/ア
ウェイを考慮した方が良い場合もあるでしょう．例えば，架空チームは全試合をホー
ムで行うことにすれば，対戦相手（休みのチーム）はアウェイに 1回行ったことに出
来ます．

2. どのチームがどこの本拠地で対戦する場合でも，全チームの移動距離の総和は
10∑

i=1

10∑
j=1

dij となります．ただし，dij = dji(∀i, j ∈ T ), dii = 0(∀i ∈ T )です．

3. ホームゲームでは応援者が多く，アウェイの場合は応援にいける人が少なくなりま
す．アウェイ側は移動が必要で，時間と費用が掛かります．移動や宿泊で疲労しま
す．その間十分な練習も出来ません．ホーム側は入場料や付随店舗の利益が得られま
す（契約によるでしょうが）．など．

4. ホーム-アウェイ・パターンが同じ 2チームは対戦が出来ないからです．
5. ブレイクが 0となるのは，ホームゲームで始まり HAが交互になる HAHA...と，ア
ウェイゲームで始まり AHが交互になる AHAH...の 2パターンのみで，前設問の
答えより，このパターンが使えるのは 2チームだけです．それ以外のチームは必ず
ブレイク 1以上となるので，ブレイク数総和の下界は 2n − 2となります．同様に，
1 チームのブレイク数が最大の |S| − 1(= 2n − 2) となるのは，全てホームゲーム
か全てアウェイゲームの 2パターンのみで，これが割り当てられるのは最大でも 2
チームです．それ以外は 2n − 3 以下となるので，ブレイク数総和の自明な上界は
2(2n − 2) + (2n − 2)(2n − 3) = (2n − 2)(2n − 1)です．例えば n = 3(6チーム)の
場合，下界は 2 × 3 − 2 = 4で，上界は (2 × 3 − 2)(2 × 3 − 1) = 20です．
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